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$\mathrm{L}=\langle+, \cdot, <, 0,1\rangle$ , first order variables $\mathrm{x}$ , $\mathrm{y},$ $\ldots$
second ordervariables $\mathrm{X},$ $\mathrm{Y},$ $\ldots$ . $\forall \mathrm{x}\in \mathrm{X}(\mathrm{x}<\mathrm{t})$ ,
X $\mathrm{t}$ bound , $\mathrm{X}<\mathrm{t}$ . $\forall \mathrm{x}<\mathrm{t}$ , $\exists \mathrm{x}<\mathrm{t}$ –
bounded quantifiers, $\forall \mathrm{X}<\mathrm{t}$ , $\exists \mathrm{X}<\mathrm{t}$ bounded quantifiers
. unbounded quantifier formula bounded formula .
bounded formulae hierarchy .
. $\Sigma_{0}^{1}(\mathrm{B}\mathrm{D})=\Pi_{0}1(\mathrm{B}\mathrm{D})$ – bounded quantif $\mathrm{i}\mathrm{e}\mathrm{r}$ formulae
.
$\varphi(\mathrm{X})$ $\Sigma_{\mathrm{i}}^{1}(\mathrm{B}\mathrm{D})$ , $\forall \mathrm{X}<_{\mathrm{X}\varphi}$ (X)( $\Pi_{\mathrm{i}}^{1}+1(\mathrm{B}\mathrm{D})$ , $\varphi(\mathrm{X})$ $\Pi_{\mathrm{i}}^{1}(\mathrm{B}\mathrm{D})$
, $\exists \mathrm{X}<\mathrm{x}\varphi(\mathrm{X})$ $\Sigma_{\mathrm{i}}^{1}+1(\mathrm{B}\mathrm{D})$ .
Comprehension Axiom . fOrmula $\varphi(\mathrm{x}, \mathrm{y}, \mathrm{Y})$ ,
. $\mathrm{C}\mathrm{A}(\varphi(\mathrm{X}, \mathrm{y}, \mathrm{Y}))\equiv\forall\forall \mathrm{y}\forall \mathrm{Y}\exists \mathrm{x}\forall \mathrm{x}(\mathrm{X}\in \mathrm{x}rightarrow\varphi(_{\mathrm{X}}, \mathrm{y}, \mathrm{Y}))$
$\Gamma$ formula , F-CA $=\{\mathrm{c}\mathrm{A}(\varphi)|\varphi\in\Gamma\}$ .
$\mathrm{i}$ $\mathrm{Y}_{\mathrm{i}}$ (1) $\sim(10)$ .
(1) $\forall \mathrm{x}(\mathrm{x}+1\neq 0)$
(2) V $\mathrm{x},$ $\mathrm{y}(\mathrm{x}+1=\mathrm{y}+1arrow \mathrm{x}=\mathrm{y})$
(3) $\forall \mathrm{x}(\mathrm{x}\neq 0arrow\exists \mathrm{y}(\mathrm{x}=\mathrm{y}+1))$
(4) $\forall \mathrm{x}(\mathrm{X}+0=\mathrm{x})$
(5) $\forall \mathrm{x},$ $\mathrm{y}((\mathrm{x}+\mathrm{y})+1=\mathrm{x}+(\mathrm{y}+1))$
(6) $\forall \mathrm{x}(\mathrm{x}\cdot 0=0)$
(7) V $\mathrm{x},$ $\mathrm{y}(\mathrm{x}(\mathrm{y}+1)=\mathrm{x}\mathrm{y}+_{\mathrm{X}})$
(8) $\forall \mathrm{x},$ $\mathrm{y}(\mathrm{x}\leqq \mathrm{y}rightarrow\exists \mathrm{z}(\mathrm{z}+_{\mathrm{X}}=\mathrm{y}))$
(9) $\forall \mathrm{X}(\mathrm{X}\neq\phiarrow\exists \mathrm{X}\in \mathrm{x}\forall \mathrm{y}\in \mathrm{x}(\mathrm{x}\leqq \mathrm{y}))$
(10) $\Sigma_{\mathrm{i}}^{1}$ (BD)-CA
(1) $\sim(8)$ Robinson $\mathrm{Q}$ , (9) $\mathrm{L}\mathrm{N}\mathrm{P}(\mathrm{l}\mathrm{e}\mathrm{a}\mathrm{S}\mathrm{t}$
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number principle) $\langle$ . $\mathrm{Y}_{0}$ first order part I $\Delta_{0}$ , $\mathrm{Y}_{1}$
second order part( Buss $\mathrm{S}_{2}^{1}$ .
X bounded(i. $\mathrm{e}$ . $\mathrm{X}<\mathrm{y}$ ) , X $\mathrm{x}$
. $\#(\mathrm{X})=\mathrm{x}$ .
. $\#(\mathrm{X})=\mathrm{x}\equiv\exists \mathrm{p}$ ( $\mathrm{F}$ is an one-to-one function from X onto x)
, $\mathrm{x}$ $\{0,1.2, \cdots, \mathrm{x}-1\}$ – .
$\Sigma_{0}^{1}(\mathrm{B}\mathrm{D})$ , $\exists \mathrm{F}$ $\mathrm{F}$ 2 $\mathrm{y}^{2}$ .
$/\exists \mathrm{F}<2\mathrm{y}^{2}(\forall \mathrm{v}\in \mathrm{X}\exists ! \mathrm{w}<\mathrm{x}(\langle \mathrm{v}, \mathrm{w}\rangle\in \mathrm{F})\wedge\forall \mathrm{w}<\mathrm{x}\exists ! \mathrm{v}\in \mathrm{X}(\langle \mathrm{v}, \mathrm{W}\rangle\in \mathrm{F}))$
. $\langle \mathrm{v}, \mathrm{W}\rangle=\not\simeq(\mathrm{v}+\mathrm{w})(\mathrm{v}+\mathrm{w}+1)+\mathrm{v}$ . X bounded(i. $\mathrm{e}$.
$\mathrm{X}<\mathrm{y})$ $\forall \mathrm{v}\in \mathrm{X},$ $\exists \mathrm{v}\in \mathrm{X}$ $\forall \mathrm{v}<\mathrm{y}(\mathrm{v}\in \mathrm{x}arrow\cdots\cdot)$, $\exists \mathrm{v}<\mathrm{y}$
$(\mathrm{v}\in \mathrm{X}\Lambda\cdots\cdot)$ , $\#(\mathrm{X})=\mathrm{x}$ $\Sigma_{1}^{1}(\mathrm{B}\mathrm{D})$ .
. Count $(\mathrm{y})\equiv\forall \mathrm{X}<\mathrm{y}\exists$ ! $\mathrm{x}<\mathrm{y}\#(\mathrm{x})=_{\mathrm{X}}$
. $\mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{P}(\mathrm{y})\equiv\neg\exists \mathrm{x}<\mathrm{y}\exists \mathrm{F}(\mathrm{F}$ is an one-to-one function
from $\mathrm{x}$ to $\mathrm{x}-1$ }
, PHP(y) $\Pi_{1}^{1}(\mathrm{B}\mathrm{D})$ . , Count(y) $\Sigma_{2}^{1}(\mathrm{B}\mathrm{D})$
.
.
1. (1) $\mathrm{Y}_{1}\vdash\forall \mathrm{y}$ Count(y)
(2) $\mathrm{Y}_{1}\vdash\forall \mathrm{y}$ PHP(y)
(3) $\mathrm{Y}_{0}\vdash\forall \mathrm{y}(\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathrm{y})arrow \mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{P}(\mathrm{y}))$
, Ajtai [1] ,
2. Consis $(\mathrm{Y}_{0}+\neg\exists \mathrm{y}\mathrm{P}\mathrm{H}\mathrm{p}(\mathrm{y}))$
. , 1 (3) implication
.
3. $\mathrm{Y}_{0}\vdash\forall \mathrm{y}(\mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathrm{y})rightarrow\Phi(\mathrm{y}))$ formula $\Phi(\mathrm{y})$ $\Sigma_{1}^{1}(\mathrm{B}\mathrm{D})\cup$
11 $(\mathrm{B}\mathrm{D})$ boolean combination .
4. $\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{S}\mathrm{i}_{\mathrm{S}(\mathrm{P}}\mathrm{Y}\mathrm{o}+\forall \mathrm{y}\mathrm{H}\mathrm{P}(\mathrm{y})+\exists \mathrm{y}^{\neg \mathrm{C}_{0}\mathrm{u}}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathrm{y}))$
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a 1. Boolean valued model
$\mathrm{N}$ $\mathbb{N}$ elementary extension, $\delta\in \mathrm{N}-\mathbb{N}$ . $\mathrm{x},$ $\mathrm{i}\in \mathrm{N}$ ,
bit $(\mathrm{x}, \mathrm{i})$ $\mathrm{x}$ 2 $\mathrm{i}$ .
. bit $(\mathrm{x}, \mathrm{i})=\mathrm{j}\equiv(\mathrm{j}=0\vee \mathrm{i}=1)$
$\wedge\exists \mathrm{x}_{1},$ $\mathrm{x}_{2}<\mathrm{x}(\mathrm{x}=\mathrm{x}1+\mathrm{j}2\mathrm{i}+\mathrm{x}22^{\dot{\mathrm{t}}}+1\wedge \mathrm{x}_{1}<2\mathrm{i})$
. $\mathrm{M}=\{\mathrm{x}\in \mathrm{N}|\forall \mathrm{n}\in \mathbb{N}(\delta^{\mathrm{n}}<2^{\delta})\}$
$\mathrm{M}=\{\mathrm{X}\subset \mathrm{M}|\exists \mathrm{x}\in \mathrm{N}\forall \mathrm{i}\in \mathrm{M}(\mathrm{i}\in \mathrm{X}rightarrow \mathrm{b}\mathrm{i}\mathrm{t}(\mathrm{x}, \mathrm{i})=1)\}$
, $\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}, +, \cdot, <, 0,1\rangle$ $\mathrm{n}\in \mathbb{N}$ Y model
. – M , M . M
bounded Mb .
. $\mathrm{M}_{\mathrm{b}}=\{\mathrm{X}\in \mathrm{M}|\exists \mathrm{x}\in \mathrm{M}(\mathrm{X}<\mathrm{x})\}$ .
$\mathrm{x}\in \mathrm{M},$ $\mathrm{X}\in \mathrm{M}$ ,
. $(\mathrm{X})_{\mathrm{x}}=\{\mathrm{y}\in \mathrm{M}|\langle \mathrm{X}, \mathrm{y}\rangle\in \mathrm{X}\}$
, $\mathrm{X}\in \mathrm{M}_{\mathrm{b}}$ $\mathrm{u}(\mathrm{X})$ $(\mathrm{X})_{\mathrm{a}}\neq\emptyset$ $\alpha\in \mathrm{N}$ .
Lemma 1. (1) $\forall \mathrm{X}\in \mathrm{M}\forall \mathrm{X}\in \mathrm{M}((\mathrm{x})_{\mathrm{x}}\in \mathrm{M})$
(2) $\forall \mathrm{x}\in \mathrm{M}_{\mathrm{b}}(\mathrm{u}(\mathrm{X})\in \mathrm{M})$
. Trivial.
, $\mathrm{M}$ M M [G] $\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle$
. Boolean valued extension
.
Boole $\mathrm{B}$ . $\mathrm{V}\mathrm{o},$ $\mathrm{v}_{1},$ $\mathrm{v}_{2},$ $\cdots\cdot,$ $\mathrm{v}_{\alpha-1},$ $\mathrm{V}\alpha,$ $\cdot*\cdot(\alpha\in \mathrm{M})$
, $(\mathrm{M}, \mathrm{M})$ Boolean circuit . ,
$\mathrm{B}_{1}=\{\mathrm{X}\in \mathrm{M}_{\mathrm{b}}|\forall \mathrm{x} ((\mathrm{x})\mathrm{X}=\emptyset\exists \mathrm{s}, \mathrm{t}\leqq \mathrm{x}(\mathrm{s}\neq \mathrm{t}\wedge(\mathrm{X})_{\mathrm{x}}=\mathrm{t}_{\mathrm{S}}, \mathrm{t}\}))\}$
, $\mathrm{X}\in \mathrm{B}_{1}$ , Boolean circuit $\Phi(\mathrm{X}, \alpha)$ $\alpha$
.
$(\mathrm{X})_{\alpha}=\emptyset$ , $\Phi(\mathrm{X}, \alpha)=\mathrm{v}_{\alpha}$
$(\mathrm{X})_{\alpha}=\mathrm{t}\beta,$ $\alpha\},$ $\beta<\alpha$ , $\Phi(\mathrm{X}, \alpha)=\neg\Phi(\mathrm{X}, \beta)$
$(\mathrm{X})_{\alpha}=\{\beta, 7\},$ $\beta<7<\alpha$ , $\Phi(\mathrm{X}, \alpha)=\Phi(\mathrm{X}, \mathcal{B})\vee\Phi(\mathrm{x}, 7)$
$\Phi(\mathrm{X})=\Phi(\mathrm{x}, \mathrm{u}(\mathrm{X}))$
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X, $\mathrm{Y}\in \mathrm{B}_{1}$ , $\neg \mathrm{X},$ $\mathrm{X}\vee \mathrm{Y}\in \mathrm{B}_{1}$ $\Phi(\neg \mathrm{X})=\neg\Phi(\mathrm{X})$ ,
$\Phi(\mathrm{X}\vee \mathrm{Y})=\Phi(\mathrm{X})\mathrm{v}\Phi(\mathrm{Y})$ . $\mathrm{X}\in \mathrm{B}_{1},$ $\mathrm{Z}\in \mathrm{M}$ ,
X(Z) $\mathrm{v}_{\mathrm{a}}$ $\alpha\in \mathrm{Z}$ 1, $\alpha\not\in \mathrm{Z}$ $0$ Boolean circuit $\Phi(\mathrm{X})$
, $\forall \mathrm{Z}\in \mathrm{M}(\mathrm{X}(\mathrm{Z})=\mathrm{Y}(\mathrm{Z}))$ $\mathrm{X}=\mathrm{Y}$
, $\mathrm{B}_{1}$ Bool .
$\mathrm{B}_{0}=$ { $\mathrm{X}\in \mathrm{B}\iota|\mathrm{X}$ ; finitie depth}
, $\mathrm{B}=\mathrm{B}_{0}$ $\mathrm{B}_{1}$ .
. $\mathrm{M}^{\mathrm{B}}=\{\mathrm{X}\in \mathrm{M}|\forall \mathrm{x}\in \mathrm{M}((\mathrm{X})\mathrm{x}\in \mathrm{B}))\}$
$\mathrm{x},$ $\mathrm{y},$
$\mathrm{z}\in \mathrm{M}$ , $\mathrm{X}\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}$ ,
. $[\mathrm{x}+\mathrm{y}=\mathrm{z}]|=1$ $\Leftrightarrow$ $\mathrm{x}+\mathrm{y}--\mathrm{z}$
$[\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}=\mathrm{z}]]=1$ $\Leftrightarrow$ $\mathrm{x}\cdot \mathrm{y}=\mathrm{z}$
$[_{\mathrm{X}<\mathrm{y}}]1=1$ $\Leftrightarrow$ $\mathrm{x}<\mathrm{y}$
$[\mathrm{x}\in \mathrm{X}]]=(\mathrm{X})_{\mathrm{x}}$
[ $\varphi\vee\emptyset 1|=$ I $\varphi$ ]$][\phi]|$
$[\neg\varphi]]=\neg[\varphi]]$
I $\exists \mathrm{x}<\mathrm{y}\varphi(_{\mathrm{X}})]]=\mathrm{v}\mathbb{I}\varphi \mathrm{x}<Y(\mathrm{x})]]$
$5_{\mathrm{s}}$
$\varphi$
$\Sigma_{0}^{1}$ (BD)-fOrmula , $[\varphi]]\in \mathrm{B}$ .
$[\exists \mathrm{X}<\mathrm{x}\varphi(\mathrm{X})]]=$ V $\{[\varphi(\mathrm{X})]||\mathrm{X}\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}, \mathrm{u}(\mathrm{X})<\mathrm{x}\}$ , $-$
$[\exists \mathrm{X}<\mathrm{x}\varphi(\mathrm{X})]|\in \mathrm{B}_{1}$ .
. $\varphi$ $\Sigma_{0}^{1}$ (BD)-formula $[\exists \mathrm{X}<\mathrm{x}\varphi(\mathrm{X})]]\in \mathrm{B}_{1}$ ?
X\in M , X\check \in MB .
$\forall \mathrm{y}((\check{\mathrm{X}})_{\mathrm{y}}=1_{\mathrm{B}} \Leftrightarrow \mathrm{y}\in \mathrm{X})$
, 1 $\mathrm{B}$ $\mathrm{B}$ .
$\mathrm{D}\subset \mathrm{B}$ , $\mathrm{I}\subset \mathrm{B}$ ideal .
. $\mathrm{D}$ is dense over I $\Leftrightarrow$ $\forall \mathrm{X}\in \mathrm{B}-\mathrm{I}\exists \mathrm{Y}\in \mathrm{D}-\mathrm{I}(\mathrm{Y}\leqq \mathrm{X})$
$\mathrm{F}\subset \mathrm{B},$ $\mathfrak{W}\subset B(\mathrm{B})$ ,
. $\mathrm{F}$ is ff-generic above I
$\Leftrightarrow\forall \mathrm{D}\in m(\mathrm{D}$ dense over I , $(\mathrm{F}\cap(\mathrm{D}-\mathrm{I})\neq\emptyset)$
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. I $\subset \mathrm{B}$ ; M-complete
$\Leftrightarrow\forall \mathrm{X}\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}\forall \mathrm{Y}\in \mathrm{M}\forall \mathrm{X}\in \mathrm{M}$ ( $\forall \mathrm{y}\in \mathrm{Y}((\mathrm{X})_{\mathrm{y}}\in$ I
$)arrow\vee(\mathrm{x}\mathrm{y}\in \mathrm{Y}\mathrm{y}<\mathrm{x})_{Y}\in \mathrm{I}$
)
$\mathrm{m}(\mathrm{X})=$ ( $\{\mathrm{Y}<\max(\mathrm{x})|\mathrm{X}(\mathrm{Y})=1\}$ ) $\leqq 2^{\max(\mathrm{X})}$
( $\mathrm{N}$ . )
I $\mathrm{o}^{=}\{\mathrm{X}\in \mathrm{B}|\mathrm{m}(\mathrm{X})\in \mathrm{M}\}$ , I( M-complete.
I $0$ M-complete ideal .
. $\mu\in \mathrm{N}-\mathbb{N}$ ,
$\Gamma_{\mu}=\{\mathrm{f}\in \mathrm{N}|\mathrm{f}$ is a code of one-to-one function
with $\mathrm{d}\mathrm{o}\mathrm{m}(\mathrm{f})\subset\mu-1$ . $\mathrm{r}\mathrm{a}\mathrm{n}\mathrm{g}\mathrm{e}(\mathrm{f})\subset\mu\}$
$\mathrm{X}\in \mathrm{B}$ , $\Gamma(\Phi(\mathrm{X}))\subset \mathrm{K}$ $\Phi(\mathrm{X})$ complexity induction .
$\Gamma(\mathrm{v}_{\alpha})=$
$\Gamma(\neg\Phi(\mathrm{X}))=\mathrm{K}-\Gamma(\Phi(\mathrm{X}))$ , $\Gamma(\Phi(\mathrm{x})\vee\Psi(\mathrm{x}))=\Gamma(\Phi(\mathrm{x}))\vee\Gamma(\Psi(\mathrm{x}))$
$\mathrm{m}_{1}(\mathrm{X})=$ ( $\Gamma(\Phi(\mathrm{X}))$ ) ( $\mathrm{N}$ . )
I $1=\{\mathrm{X}\in \mathrm{B}|\mathrm{m}_{1}(\mathrm{X})\in \mathrm{M}\}$ , I1 M-complete.
Lemma 2. I M-complete ideal, $\mathfrak{W}\subset B(\mathrm{B})$ , $\mathrm{X}\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}$ , $\mathrm{x}\in \mathrm{M}$
.
(1) $\forall \mathrm{X}\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}\{\mathrm{Z}\in \mathrm{B}|\exists \mathrm{y}\in \mathrm{M}(\mathrm{Z}\leqq(\mathrm{X})\mathrm{y})\}\in \mathfrak{W}$
(2) $(\mathrm{x}\mathrm{y}<\mathrm{x})_{\mathrm{Y}}=1_{\mathrm{B}}$
, ultra filter $\mathrm{G}$ -generic above I , $(\mathrm{X})_{\mathrm{y}}\in \mathrm{G}$ $\mathrm{y}<\mathrm{x}$
.
. $\mathrm{D}=\{\mathrm{Z}\in \mathrm{B}|\exists \mathrm{y}<\mathrm{x}(\mathrm{Z}\leqq(\mathrm{X})_{\mathrm{y}})1\in$ . D ( dense over I
. $\mathrm{W}\in \mathrm{B}-\mathrm{I}$ ,
$\mathrm{v}<\mathrm{x}\vee((\mathrm{X})\mathrm{y}\wedge \mathrm{W})=\mathrm{W}\not\in \mathrm{I}$
I ;M-complete , $(\mathrm{X})_{\mathrm{y}}\wedge \mathrm{W}\not\in \mathrm{I}$ $\mathrm{y}<\mathrm{x}$ . (X) $\mathrm{y}^{\wedge \mathrm{W}\leqq}$
$(\mathrm{X})_{\mathrm{y}}$ , $(\mathrm{X})_{\mathrm{y}}\wedge \mathrm{W}\in \mathrm{D}-\mathrm{I}$ . (X)y\wedge W\leqq W $\mathrm{D}$ dense over I
.
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$\mathrm{G}$ -generic , $\mathrm{Z}\in \mathrm{G}\cap \mathrm{D}$ $\mathrm{Z}$ . $\mathrm{D}$ $\mathrm{Z}\leqq(\mathrm{X})_{\mathrm{Y}}$
$\mathrm{y}<\mathrm{x}$ , $\mathrm{y}$ $(\mathrm{X})_{\mathrm{y}}\in \mathrm{G}$ .
2 .
(1) $\mathrm{c}\downarrow\mathrm{h}\mathrm{n}\mathrm{o}\mathrm{n}\mathrm{p}\mathrm{r}\mathrm{i}\mathrm{n}\mathrm{C}\mathrm{i}_{\mathrm{P}\mathrm{a}1}$ ultra $\mathrm{f}\mathrm{i}\mathrm{l}\mathrm{t}\mathrm{e}\mathrm{r}\text{ }\mathfrak{W}$ -generic above I.
(2) V $\mathrm{Y}\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}\{\mathrm{Z}\in \mathrm{B}|\exists \mathrm{y}\in \mathrm{M}(\mathrm{Z}<(\mathrm{Y})_{\mathrm{y}})\}\in m$
$\mathrm{X}\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}$ , $\mathrm{i}\mathrm{c}(\mathrm{X})=\{\mathrm{x}\in \mathrm{M}|(\mathrm{X})_{\mathrm{x}}\in \mathrm{G}\},$ $\mathrm{M}[\mathrm{G}]=\{\mathrm{i}\mathrm{c}(\mathrm{x})|\mathrm{X}\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}\}$





$\cdots\cdot\in \mathrm{M}$ , X1, $\cdots\cdot\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}$ .
7 . $\varphi$ $\Sigma_{0}^{1}$ (BD)-formula, I M-complete ideal, ultra filter $\mathrm{G}$ -
generic above I ,
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle|=\varphi(_{\mathrm{X}_{1}}, \cdot\cdot.., \mathrm{i}\mathrm{c}(\mathrm{X}1), \cdots)$ $\Leftrightarrow$ $[\varphi(\mathrm{x}1, \cdots. \mathrm{X}_{1}, \cdots)]]\in \mathrm{G}$
. $\varphi$ – formula , [ $\varphi$ I $=0$ 1 .
$\varphi$ atomic , – f0rmu1a $\mathrm{x}\in \mathrm{X}$ .
$[\mathrm{x}\in \mathrm{X}]|\in \mathrm{G}$ $\Leftrightarrow$ $(\mathrm{X})_{\mathrm{x}}\in \mathrm{G}$ $\Leftrightarrow$ $\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle \mathrm{F}_{\mathrm{X}}\in \mathrm{i}_{\mathrm{C}}(\mathrm{X})$




$[\exists \mathrm{x}<\mathrm{y}\varphi(_{\mathrm{X}})]|\in \mathrm{G}$ $\Leftrightarrow$ V $\mathrm{y}\mathbb{I}\varphi(\mathrm{x})]|\in \mathrm{G}$
$\Leftrightarrow$ $\exists \mathrm{x}<\mathrm{y}([\varphi(\mathrm{X})]|\in \mathrm{G})$ (Lemma 2)
$\Leftrightarrow$ $\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[.\mathrm{G}]\rangle \mathrm{F}\exists \mathrm{x}<\mathrm{y}\varphi(_{\mathrm{X}})$
Lemma 3. $\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle \mathrm{F}\mathrm{L}\mathrm{N}\mathrm{P}$
. $\mathrm{X}\in \mathrm{M}[\mathrm{G}]$ , $\mathrm{M}[\mathrm{G}1$ $\mathrm{i}\mathrm{c}(\underline{\mathrm{x}})=\mathrm{X}$
$\underline{\mathrm{X}}\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}$ . $\mathrm{Y}\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}$ .
$\forall \mathrm{X}\in \mathrm{M}((\mathrm{Y})_{\mathrm{x}}=(\underline{\mathrm{X}})\mathrm{X}^{-^{\mathrm{v}}}\mathrm{y}<\mathrm{X}(\underline{\mathrm{x}})_{\mathrm{y}})$
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X $\mathrm{z}\in \mathrm{X}$ .
V $\mathrm{z}(\mathrm{Y})_{\mathrm{x}}=\vee \mathrm{x}\leq \mathrm{z}(\underline{\mathrm{X}})_{\mathrm{x}}=$
.
$\mathbb{I}\exists \mathrm{x}\leqq \mathrm{z}(\mathrm{x}\in\underline{\mathrm{X}})]|\geqq[\mathrm{z}\in\underline{\mathrm{X}}]|\in \mathrm{G}$
Lemma 2 , $(\mathrm{Y})_{\mathrm{x}}\in \mathrm{G}$ $\mathrm{x}\leqq \mathrm{z}$ . $\mathrm{x}$ ,
$[\mathrm{x}\in\underline{\mathrm{X}}\wedge\forall \mathrm{y}\in\underline{\mathrm{X}}(\mathrm{X}\leqq \mathrm{y})]|\geqq(\underline{\mathrm{X}})_{\mathrm{x}}\wedge\wedge((\underline{\mathrm{X}})\mathrm{Y}arrow[\mathrm{X}\leqq \mathrm{y}\mathrm{y}\leq \mathrm{Z}]|)$
$=( \underline{\mathrm{X}})\mathrm{X}\wedge\bigwedge_{\mathrm{y}<_{\mathrm{X}}}-(\underline{\mathrm{x}})\mathrm{y}=(\mathrm{Y})_{\mathrm{x}}\in \mathrm{G}$
, 7 ,
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle\models \mathrm{X}\in \mathrm{x}\wedge\forall \mathrm{y}\in \mathrm{x}(\mathrm{x}\leqq \mathrm{y})$
Lemma 4. $\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle|=\Sigma_{0}^{1}$ (BD)-CA
Proof. $\varphi(\mathrm{x})$ $\Sigma_{0}^{1}$ (BD)-formula . $\mathrm{x}\in \mathrm{M}$ (Y) $\mathrm{x}^{=}$
$[\varphi(\mathrm{x})]]$ Y\in MB . $\mathrm{Y}$ ,
$\mathrm{x}\in \mathrm{i}\mathrm{c}(\mathrm{Y})$ $\Leftrightarrow$ $(\mathrm{Y})_{\mathrm{x}}=[\varphi(\mathrm{x})]|\in \mathrm{G}$
$\Leftrightarrow$
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle \mathrm{F}\varphi(\mathrm{X})$
, $\{\mathrm{x}\in \mathrm{M}|\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{c}]\rangle\models\varphi(\mathrm{x})\}=\mathrm{i}\mathrm{c}(\mathrm{X})\in \mathrm{M}$[Gl.
Lemma 3, 4
8. I M-complete , $\mathrm{G}$ nonprincipal ultra filter -
generic above I . $\mathrm{Y}\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}$
$\{\mathrm{Z}\in \mathrm{B}|\exists \mathrm{y}\in \mathrm{M}(\mathrm{Z}<(\mathrm{Y})_{\mathrm{y}})\}\in m$
, $\langle$M, M[G] $\rangle$ \models Yo .
. 8 , $\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle\models \mathrm{Y}_{1}$ ?
9. $\Phi(\mathrm{X})$ $\Sigma_{0}^{1}-\mathrm{f}\mathrm{o}\mathrm{r}\mathrm{m}\mathrm{u}\mathrm{l}\mathrm{a}$ ,
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}\rangle\models\exists \mathrm{x}\Phi(\mathrm{x})$ $\Leftrightarrow$ $\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{c}]\rangle \mathrm{F}\exists \mathrm{X}\Phi(\mathrm{X})$
. \Rightarrow . \Leftarrow .
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}1\rangle\models\exists \mathrm{x}\Phi(\mathrm{X})$ , $\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle \mathrm{p}\Phi(\mathrm{X})$ $\mathrm{X}\in \mathrm{M}[\mathrm{G}1$
. X\in MB $\mathrm{i}\mathrm{c}(\underline{\mathrm{X}})=\mathrm{X}$ , 7 , $[\Phi(\underline{\mathrm{X}})]|\in \mathrm{G}$ .
$[\Phi(\underline{\mathrm{X}})]|=\mathrm{Z}\neq 0$ . $\mathrm{Z}\in \mathrm{B}$ , $\mathrm{Z}<\mathrm{x}$ X\in M .
$\bigwedge_{\mathrm{a}\in \mathrm{v}}\mathrm{V}_{\mathcal{O}}\wedge\wedge\neg_{\mathrm{V}a}\leqq \mathrm{Z}aa<\not\in \mathrm{Y}\mathrm{x}$
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$\mathrm{Y}\in \mathrm{M}$ ,
$\mathrm{F}=$ { $\mathrm{W}\in \mathrm{B}|\mathrm{W}\geqq\bigwedge_{\mathrm{a}\in \mathrm{Y}}\mathrm{v}a\wedge\bigwedge_{\mathrm{a}\not\in \mathrm{v},a<\mathrm{z}}\neg_{\mathrm{V}\alpha}$ for some $\mathrm{z}\in \mathrm{M}$ }
, $\mathrm{F}$ ( ultra filter -generic above $\{0\}$ . $\mathrm{F}\in \mathrm{M}$ $\mathrm{M}=\mathrm{M}[\mathrm{F}]$
$\mathrm{i}\mathrm{c}(\underline{\mathrm{X}})=\mathrm{Y}\in \mathrm{M}$ . 7 , $\mathrm{Z}\in \mathrm{F}$ ,
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}\rangle=\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{F}]\rangle \mathrm{F}\Phi(\mathrm{Y})$
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}\rangle \mathrm{F}\exists \mathrm{X}\Phi(\mathrm{X})$ .
Cor. $\Phi$ $\Sigma|(\mathrm{B}\mathrm{D})\cup\Pi^{1}1$ (BD)-formulae boolean combination ,
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}\rangle\models\Phi$ $\Leftrightarrow$ $\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle\models\Phi$
\S 2. section $\mathrm{B}=\mathrm{B}_{0}$ .
$\mathrm{P}=\{\langle \mathrm{A}, \mathrm{B}\rangle|\mathrm{A},$ $\mathrm{B}<$
.
$\delta$ , $\mathrm{A},$ $\mathrm{B}\in \mathrm{M}$ , $\mathrm{A}\cap \mathrm{B}=\emptyset$ , .
$\#$ (A $\mathrm{U}\mathrm{B}$ ) $<\delta-\delta$ ’ for some standard $\epsilon>0$ }
, $\langle$ A, $\mathrm{B}\rangle$ $\in \mathrm{P}$ $\Phi(\langle \mathrm{A}, \mathrm{B}\rangle)=\wedge \mathrm{v}_{\mathrm{a}}\wedge\wedge\neg \mathrm{v}a\in \mathrm{B}\mathrm{a}\in \mathrm{A}\mathrm{a}\in \mathrm{B}$ .
I I $\cap\Phi(\mathrm{P})=$. $\emptyset$ $\mathrm{B}_{0}$ maximal ideal , Hastad switching
Lemma$([2])$ , I M-complete . $\mathrm{G}$ ultra filter -generic over
I .
10. $\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle\models\neg \mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}(\delta)$
. $\mathrm{M}[\mathrm{G}]\models \mathrm{c}_{0}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}(\delta)$ . A $\mathrm{c}=\cup\{\mathrm{A}|\Phi(\langle \mathrm{A}, \mathrm{B}\rangle)\in \mathrm{G}\}$ .
$\forall\alpha<\delta((\mathrm{Z})_{\mathrm{a}}=\mathrm{v}_{\mathrm{a}})$ $\mathrm{Z}\in \mathrm{M}^{\mathrm{B}}$ ,
$\mathrm{i}_{\mathrm{C}}(\mathrm{Z})=\{\alpha<\mu|\mathrm{v}_{\mathrm{a}}\in \mathrm{G}\}=\mathrm{A}\mathrm{C}$
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle \mathrm{F}\#\mathrm{A}_{\mathrm{C}}=_{7}$ , $\mathrm{F}\in \mathrm{M}[\mathrm{c}]$ ,
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle\models \mathrm{F}$ is an one-to-one function from A $\mathrm{c}$ onto 7.
F\in MB $\mathrm{i}\mathrm{c}$ (–F) $=\mathrm{F}$ 7 ,
[ $\underline{\mathrm{F}}$ is an one-to-one function from $\mathrm{Z}$ onto 7 $\mathrm{I}|\in$ G.
I $\mathrm{P}\cap \mathrm{I}--\emptyset$ ideal maximal , $\mathrm{G}$ 7?Lgeneric above
I , $\langle \mathrm{A}, \mathrm{B}\rangle\in \mathrm{P}$ $\mathrm{W}\in$ I
$[\#\mathrm{Z}=\gamma]]+\mathrm{W}\geqq\Phi(\langle \mathrm{A}, \mathrm{B}\rangle)\in \mathrm{G}$




$\mathrm{C}\subset\mu-\mathrm{A}\mathrm{U}\mathrm{B}$ , $\#\mathrm{C}=\gamma-\#\mathrm{A}+1$ $\mathrm{C}$




, $\langle \mathrm{A}\mathrm{U}\mathrm{C}, \mathrm{B}\rangle\in \mathrm{P}$ . -generic above I $\mathrm{G}$ ’
$\langle \mathrm{A}\mathrm{U}\mathrm{C}, \mathrm{B}\rangle\in \mathrm{G}$ ’ , $\langle \mathrm{A}, \mathrm{B}\rangle>\langle \mathrm{A}\cup \mathrm{C}, \mathrm{B}\rangle$
$[\#\mathrm{Z}=\gamma]|+\mathrm{W}\geqq\Phi(\langle \mathrm{A}, \mathrm{B}\rangle)>\Phi(\langle \mathrm{A}\cup \mathrm{c}, \mathrm{B}\rangle)\in \mathrm{G}$’
$\mathrm{W}\in$ I ,
$\mathrm{M}[\mathrm{G}’]\mathrm{F}\#\mathrm{i}\mathrm{c}\cdot(\mathrm{Z})=7$
A $\mathrm{U}\mathrm{C}\subset \mathrm{i}\mathrm{c}\cdot(\mathrm{Z})$ ,
$\mathrm{M}[\mathrm{G}’]\mathrm{F}\#\mathrm{i}_{\mathrm{C}}\cdot(\mathrm{Z})\geqq\#$ (A $\mathrm{U}\mathrm{C}$ ) $=7+1$
7–# $\mathrm{A}>\frac{\ell_{l}-\#(\mathrm{A}\cup \mathrm{B})}{2}$ 7–# $\mathrm{B}\leqq\frac{\mu-\#(\mathrm{A}\cup \mathrm{B})}{2}$ , .
.
3 .
$\Phi(\mathrm{y})$ $\Sigma_{1}^{1}(\mathrm{B}\mathrm{D})\cup\Pi_{\mathrm{I}}^{1}(\mathrm{B}\mathrm{D})$ boolean combination ,
$\mathrm{Y}_{0}\vdash\forall \mathrm{y}(\mathrm{c}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathrm{y})rightarrow\Phi(\mathrm{y}))$
. $\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle \mathrm{F}\mathrm{Y}_{0}$ , $\mathrm{y}\in \mathrm{M}$ ,
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}]\rangle\models \mathrm{C}\mathrm{o}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}(\mathrm{y})rightarrow\Phi(\mathrm{y})$
10 ,
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}[\mathrm{G}1\rangle \mathrm{F}\neg\Phi(\delta)$
$\neg\Phi$ (y) $\Sigma_{1}^{1}(\mathrm{B}\mathrm{D})\cup\Pi_{1}1(\mathrm{B}\mathrm{D})$ boolean combination , 9 Cor.
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}\rangle\models\neg\Phi(\delta)$
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}\rangle \mathrm{f}=_{\mathrm{Y}0}$
18
$\langle \mathrm{M}, \mathrm{M}\rangle 1=\neg \mathrm{C}_{0}\mathrm{u}\mathrm{n}\mathrm{t}(\delta)$
. .
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